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不確定性下の企業の動的投資決定*
中　島　巖
序
植物学者R. Brown(1773-1853)が,植物の受精の研究に際して水に浮いた花粉の微粒子の不規
則行動に注目したことに確率過程(stochastic process)としてのBrown運動(Brownian motion)
研究の源流を求めることができる｡ L Bachelierは, 1900年には金融市場の資産価格変動にBrown
運動を適用することを試みていたごとくである｡ 1923年に, N. Wienerが, Brown運動に厳密な
数学的定式化を施すに至った｡以来, Brown運動が, Wiener過程(Wiener process)と呼ばれる
ことにもなる｡
19世紀に流行した負けるたびに賭金を倍賭けにしていくゲームであるマルチンゲール(Martin-
gale)がもつ性質,すなわち,マルチンゲール性(Martingale property)も確率過程の1つの性質
であり,過去の運動から将来の動き,方向性を予測することは不可能であることを意味するランダ
ム･ウオーク(randomwalk)とともに近年の金融分析における主要な概念となっている｡
一方で,近年,確率過程,とりわけWiener過程が,不確定性下の企業の動的投資決定の問題に
援用されている｡当初の関心は,調整費用が存在するところでの動的投資決定(例えば, Pindyck
[25], Abel [1],その統合化としてPindyck [27],発展化としてAbel-Eberly [4]等参照｡)に
在り,次いで,建設時間(time to build)や待機時間(waitingtime)が無視し得ない情況下での投
資決定(例えば, McDonald-Siege [22], Dixit [11], Ingersoll, Jr.-Ross [15]等参照｡)に関心
が向かっていった｡
もう一方で,投資が有償可逆性(costly reversibility)や非可逆性(irreversibility)の制約に縛ら
れるところでの動的投資決定(例えば, Pindyck [26], Bertola-Caballero [7], Abel-Eberly [ 5]
等参照｡)に関して,さらに,そこでのTobinのq (Tobin's q)との関係(例えば, Abel [2],そ
の発展化としてAbel-Eberly [4]等参照｡)にも関心が向けられてきた｡
我々の本稿の目的は, Wiener過程にしたがう生産物需要,投資財価格に関する不確定性が支配
*)筆者の確率過程に関する関心は古く, 1980年にA. AIchian, J. J. McCall両教授から植えつけられた｡記して感謝
いたしたい｡
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するところで,調整費用の負担が不可避であり,投資に非可逆性制約が働くところでの企業の動的
投資決定のあり方を検討することにある｡
まず,次節では,不確定性が一切作用しない情況下における企業の動的投資決定のあり方をみた
後,需要不確定性が支配するところでのそれとの対比を試みる｡次に,第2節では,需要不確定性
に加えて投資財価格にも不確定性が作用するところで,投資が可逆的な場合と非可逆性制約に縛ら
れる場合とにおける企業の動的投資決定のあり方の対比を行なう｡最後に,若干の結論的言及がな
される筈である｡
なお,本稿は最終稿ではない｡
第1節　需要不確定性と投資決定
1.動的投資決定ルール-予備的考察
本節では,自らの生産物に対する需要が確率過程にしたがう不確定性に影響される情況の下での
企業の動的投資決定のあり方を検討する｡
まず,本項では,後の議論との対比のために,不確定性が一切作用しない確定性の下で投資に際
して調整費用(adjustment costs)の負担を免れ得ない先読み的行動(forward-looking behavior)
をとる企業が選択する動的投資ルールのあり方を検討する｡
さて,投資主体でもある企業は,資本と労働から1次同次の生産函数
Y(i) -F(K(i), L(i))　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(1)
にしたがって単一最終生産物を生産するものとする｡ただし, Y(i)は最終生産物の産出量, K(i),
L(i)は,それぞれ資本ストック量,労働投入量であり, FK>0,FKK<0,FI,>0,FLL<0が仮定される｡
このとき,資本ストックは一定率∂で減耗していくものとすれば,資本蓄積恒等式
K(i)-I(t)-8K(i), 8>0
がしたがう｡ただし, I(i)は,投資額である｡
(2)
いま,企業は投資に際して,一定価格Q(i)による購入価格の支払いに加えて,調整費用の負担
を強いられるものとする｡ここで,調整費用は投資額ゼロのとき最小費用額もゼロとなるような非
負の費用と考えられる｡
しかるに,調整費用は,投資額に関して連続で逓増的に増加すると仮定される場合が多い1)｡ま
た,調整費用は,投資額のみならず資本ストック量にも依存し,所与の投資額の下で,資本ストッ
クに関して逓減的に増加すると仮定される例がある2)｡
以下で,我々は,議論の複雑化を避けるべく調整費用は投資額のみに依存し,逓増的に増加する
ものと仮定しよう｡すなわち,総投資費用¢は,
¢ (I(i))-0(i)I(i)+C(I(i)) (3)
で表わされるものとする｡ただし, C(0)-0,C′>0,C′′>0と仮定される｡
さて,産出量が供給量,さらには需要量に一致するところで,企業の瞬時的利潤(instantane-
ous profit) 7r(i)は
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7T(i) -P(q(i))F(K(i), L(i)) -u)(i)L(i) -0 (i)I(i) -C(I(t))　　　　　　　　　　(4)
で表わされるものとする｡ただし, p(q(i))は生産物価格, q(i)(-Y(i))は供給量, W(i)は賃金率で
時間を通じて一定であるものとする｡
このとき,企業は,一定の利子率γの下で瞬時的利潤の流列の期待割引現在価値を最大化するも
のと想定する｡すなわち,企業の問題は
max V(i) -
I. (I)J (() 十7T (i)eLrtdt
S.i. K(i)-I(i)-SK(i) (5)
で表わされる｡
直ちに, Hamilton函数
H-e~〟[p(q(t))F(K(i), L(i))-u)(i)L(i)-Q(i)I(i)-C(I(i))] +) (t) (I(t)-∂K(t)) (6)
がしたがう｡ただし, )(i)は,資本蓄積制約に関するI.agrange乗数で,投資資本のシャドー･プラ
イスを表わす｡たとえば, )(o)は,もし所期資本ストックK(0)がdK(0)だけ増加したとき,企業
価値V(o)がどれだけ上昇するかを測る尺度,すなわち, )(o)≡dV(0)/dK(0)を与えている｡
最適労働投入量が満たすべき1階条件は,
P(q(t))FL(K(i), L(i)) -u)(i)
or MR (i)FL(K(i), L(t)) -W(i)
で与えられる｡ただし, MR(i)-p(q(i))+q(i)p′(q(i))で限界収入であり, MR(t)FI.(K(i),L(i))は,
労働の限界収入生産物(marginal revenue product)である｡このとき,もし,企業が競争的であ
れば, MR(i)-p(q(t))であり,限界収入は,競争価格に一致する｡
次に,最適投資量が満たすべき1階条件は,
) (i)-0(i)+C′(I(i))
で与えられる｡
さらに,資本蓄積に関する動学方程式
) (i)-(r+8) ) (i)-MR(i)FK(K(i), L(i))
(9)
(10)
がしたがう｡ただし, MR(i)FK(K(i),L(i))は,資本の限界収入生産物である｡ここで, (9)式を考
慮すれば, (10)式は,
) (i)-(r+8) (Q(i)+C′(I(t))-MR(i)FK(K(i), L(i))
と書き改められる｡しかるに, (9)式から
) (i)-C"(I(i)) I(i)
がしたがうから,
1             ′
I(i)=両前[(r'8)(Q(i)+C (I(i))-MR(i)FK(K(i), L(i))]
ul)
(12)
(13)
を得る｡
ここで, (13)式が導く最適経路上における投資額と資本ストックの動学をみてみよう｡以下で,時
間要素tを省略する｡
(9)式は,最適労働投入量L-L*(K,?,u))を導く｡この値を(13)式に代入すれば, (13)式は, IとK
の動学を与えることになる｡まず, I-oなる等傾線(isocline)から
dI MR ･ FKK
dK (r+8)C"(I) (<0)
なる関係がしたがう｡ dI/dKは,直ちに負の符号をとり,等傾線1-0は, K-I座標において右下
りの曲線を描く｡他方,等傾線k-oは, (2)式から, K-I座標において, I/K-Sの傾きをもつ右
上りの直線を描く｡ここで,両等傾線の交点が与える座標を(K+,I+)で表わそう｡
いま, K(t)<K'ならば, I*-oを満たすI*に対して, I*>I+がしたがい,かつI*<oとなる
から,等傾線の交点(K+,I+)に収束する安定多様体(stable manifold) Aが存在し,逆に, K(i)>
K+ならば, I*<I+,かつ1*>oとなるから,(K二I')に収束する安定多様体Bが存在する｡以上
の関係は図-1に示される｡
ところで, A汀OW [6]は,投資が非可逆性制約(irreversibility constraint)に縛られるところで
の動的投資決定のあり方を分析した最初である｡そこでの企業の問題は,我々の記号法を用いれば
max V(i)-
i(I). I(() 十 7r (K (t) )e~rtdt
S.t. K(i)-I(i)-8K(i)
I(i)20
で表現され,非可逆性制約は投資の非負性のそれで表わされた｡このとき, Hamilton函数が
H-e-ri[7r(K(t)) -I(i)] +FL (i)I(i)
の形をとり,さらに, h(i)-FL(i)-rと設定すれば
H-e~rt[7r(K(i))] +h(i)I(i)
個
(16)
(17)
で表わされることを示した｡ここで,上のh(i)I(i)の項は,相補性条件(complementaryslackness
condition)となる｡すなわち, h(i)<0のとき,最適投資量I*(i)-0となり, h(i)-0のとき, I*(i)
>oとなる条件である｡かかる投資の非可逆性の意義は,第2節で検討される筈である｡
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2.需要不確定性と動的投資決定
本項では,最終生産物に対する需要に確率過程にしたがう不確定性が作用するところでの企業の
動的投資決定のあり方を検討する｡
すでにみたごとく,所与の資本ストック量に対してフロー変量である労働に関して最も利潤が大
きくなるフロー最適化(且ow optimization)が想定された｡このとき,売上(収入)からフロー投
入要素費用を減じた営業利潤函数(operating pro丘tsfunction)を資本ストックの函数として定義し
得る｡かかる利潤函数は,生産技術関係,需要条件,供給条件の変化によって時間の経過の中でシ
フトしていく可能性がある｡ただし,競争的企業にとっては,需要条件ないし供給条件のシフトは,
単に生産物価格ないし投入要素価格のシフトとして現われるにすぎない｡
各時点におけるキャッシュ･フロー(cash flow)は,営業利潤と租投資額との差であり,完全資
本市場が存在するところで,企業の目的は,市場利子率を割引率とするキャッシュ･フローの流列
の割引現在価値を最大化するものと仮定し得る｡
さて,企業の最終生産物に対する需要が時間を通じて不確定性に影響され続けるものとしよう｡
ここで,不確定性は確率変数Z(i)で表わされ, Z(i)は,平均-ゼロ,分散- 1をもつWiener過程
(Wiener process)ないしBrown運動過程(Brownian motion process) W(i)にしたがうものと仮
定される｡すなわち, Wiener過程にしたがう需要の不確定性を表わす確率変数Z(i)は,確率微分
方程式(stochastic differential equation)
dZ(i) -Z(i) (FLdt+OdW(i))　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(18)
で表わされる3)｡ただし, FL-(1/dt)Et(dZ(i)/Z(t))で, Z(i)の期待成長率, (Z(i))262は, Z(i)の
瞬時的分散である｡また, E,(dW(t))-0, (dW(i))2-dtである4)｡
ところで,時間のパラメータをもち,ある確率法則にしたがう確率変数の集まり(X(i), t≧0)は,
確率過程(stochastic process)とよばれる｡さらに, X(0)-0となり, X(2)一X(1), X(3)-X(2), -
のごとく時間経過にともなう増分(increment)が独立であり, S<tなる2時点における増分X(t)
-X(S)が平均ゼロ,分散62(i-S)をもつ分布にしたがい,さらに,実現したこれまでの確率過程,
すなわち標本経路(sample path)が連続であるとき,確率変数X(i), t≧oは, Wiener過程ないし
Brown運動過程とよばれる｡特に,分散♂2-1のとき,それは,標準Wiener過程(standardWiener
process)とよばれることがある｡
以下,上の確率微分方程式において, 〟-0としよう｡すなわち,確率微分方程式は
dZ(t) -OZ(i)dW(t) (1 9)
と表現し直される｡
ところで,後にみるように,需要が不確定性に影響されるところで,企業が等弾力性需要函数
p(t)-q(t)" 1/E Z(i)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(20)
に直面し,さらに, Cobb-Douglas生産函数をもつとき, 1次同次を満たす営業利潤函数(operat-
ing pro丘t血1nCtion)
･I(K(i),Z(t))-i宝Z(i)vK(i)1-レ, h,0, 0 <レ<1
がしたがう｡本項では,前項との対比上,瞬時的利潤函数((4)式)を再び用いるものとする｡
(2 1)
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ここで,状態評価函数(value血lnCtion)
V(K(t), Z(t), i)-max Et
L(T), I(r) 十e~r(T-t) 7r(T)dT
を定義する｡ただし, 7[(ど)=7[(K(r),Z(ど),T)である｡
いま, a(T)-e~r(T-∫) 7T(T)と設定し, (22)式の積分を分割すれば
V(K(i), Z(i), i)- max
Hr), ∫(r)
Etrk (ど ) dT
-max Et
I, (T)J (T) /t+Ark(T)dT ･豊莞Et/.wAtk(T)dT
-max Etf方(T)dT+V(K(i+At), Z(i+At), i+At)I
上(r),∫(ど)
-max (a(i)At+Et[V(K(i+h),Z(t+h), i+h])
いr),∫(r)
がしたがう｡しかるに, (23)式は
V(K(i), Z(i), i)-max t方(i)At+V(K(i), Z(i), i)+EtdV)
L(r),I(ど)
(22)
(2 3)
(2 4)
を意味する｡ (24)式の両辺からV(K(i),Z(i),i)を減じ, Atで除し, Atの極限値をdtで表わせば,
0- max t方(i) + (1/dt)EtdV1
上(r).∫(ど)
- max tk(t)+Ly[V(K(i), Z(i), i)])
L(T),1(I-)
(25)
がしたがう｡ (25)式は,確率Be11man方程式(stochastic Bellman equation)とよばれる｡また,上の
IQ[V(K(i),Z(i), t)]は,函数V(K(i),Z(i), t)の時間に関する期待変化率を表わしV(K(i), Z(t), i)
の積分生成作用素(integrat generator)とよばれる｡
ところで,定義から
dV-V(K(i+dt), Z(i+dt), i+dt)-V(K(i), Z(i), i)
がしたがい,ここで, dVにTaylor展開を適用し,時間要素を省略すれば,
dV- Vtdt I VKdK I VzdZ +圭vKK(dK)2+去vzz(dZ)Z+ vMdKdZ
(26)
(2 7)
がしたがう｡ dtより高次の項は無視するものとすれば, (dt)2-dZdt-0となり,さらに, EtdZdK-
Et(dK)2-0なる関係を考慮すれば
EtdV- Vtdt･ (I -SK) VKdt･!62 vzzdt
がしたがい,積分生成作用素
LylV(K, Z, i)] - (1/dt)EtdV-Vt･ (I-Sk)VK一卓2 vzz
を得る｡ (29)式を(25)式に代入すれば, Bellman方程式は,
0--ax tk(t) ･ vt･ (I-SK)VK+吉62 vzzI
L.I
鍋
(29)
(3 0)
と表現し直される｡上の(30)式は,各時点において,労働投入量,投資額がすべての割引将来利潤の
期待値の変化と当該期利潤とをバランスさせるべく選択されなければならないことを意味している｡
さて,最適労働投入量は, ∂方/∂L-0を満たさなければならず,
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MR ･FL- u)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(31)
がしたがう｡糾式は,需要不確定性が存在しない前項における条件式((8)式)と同じであることに注
意されたい｡ただし,競争的企業にとってMR-p(Z(i))である｡
同様に,最適投資額が満たすべき条件は
∂方/∂I-VK (3 2)
で表わされる｡
いま, (31),(32)式をBellman方程式に代入すれば, V(K, Z, i)に関する偏微分方程式(partial differ-
ential equation)がしたがう｡ Bellman方程式は最適経路に沿って恒等的に成立しなければならな
いから, Bellman方程式を資本ストックKに関して微分すれば
･k/aK I VtK･ (I -8K)VKK-8 VK･!62 vzzK-0
がしたがう｡ここで,伊藤補題(Ito'SLemma)を用いれば,
LylVK(K, Z, i) ] - (1/dt)EtdVK- VtK･ (I -8K)VKK･去SZ vzzK
がしたがうから, (33)式は
∂方/∂K -8K+ (1/dt)EtdVK-0
(3 3)
(34)
(35)
と変形される｡
しかるに,方,Vは,いずれも確率過程Zの函数であるから,その両辺を時間に関して微分する
ことはできず,したがって,時間変化率が存在しない｡そこで,伊藤補題を用いて,微分積算子
(1/dt)Etd(･)を適用すれば, (32)式から,
- (1/dt)Etd (∂方/∂I) - (1/dt)EtdVK
がしたがい,さらに, (32),(34),そして(35)式を考慮すれば
(1/dt)Etd (8分/∂I) -∂方/∂K +8∂方/∂I
鍋
(37)
を得る｡
上の(37)式は,変分法(calculus of variation)におけるEuler方程式(Euler equation)の確率過程
版とみなすことができる｡ (37)式は,資本1単位の購入･設置の限界費用が,資本が減耗しない情況
下での資本1単位からの割引収入の期待値から減耗する情況下での割引維持費用の期待値を減じた
値に均等化しなければならないことを示唆している｡
さて,投資と資本に関する動学をみておこう｡
上の(37)式に, ∂方/∂I,∂倉/∂Kを代入し,さらにe-r(ど-i)で両辺を除し整理すれば
(r+8)(Q +C'(I)) - (1/dt)EtdC'(I) -MR ･FK (3 8)
を得るo　ここで, dC'(I)にTaylor展開を適用し, dIの減小にともないゼロとなる項を無視すれば
dC'(I) - C"(I)dI ･i c"'(I) (dI)2　　　　　　　　　　　　(39)
がしたがう｡しかるに, ∫-7*(〟,～)は,最適経路に乗っていなければならないことを想起し, 〟
に再びTaylor展開を適用し,ゼロ次項を無視すれば,
Et(dI)2 -Et l (IKdK + IzdZ)2]
- I2 Et(dz)2 - 62I2 dt
がしたがう｡
いま, (39)式の両辺の期待値をとれば
EtdC (I) -C (I)EtdI･ic"'(I)62Iz2dt
′             ′′
を得る｡ここで, (41)式を(38)式に代入すれば
･1,dt,EtdI-売{ (r･8,(針C (I,, -MR ･FK一書OZI2C′′′(I,}
′
(4 1)
(4 2)
がしたがう｡ (42)式は, I,K,L,そして産出量qに関する期待値による動学を与える｡ Zの値が特定
化されれば,その下でのそれら変量の企業の目標値が決定されてくる5)｡
(42)式から明らかなごとく,もし, C′′′(I)-0であれば, (42)式の右辺は,不確定性が作用しない(cT2
-0)場合と同じとなる｡すなわち,需要不確定性の存在にも関らず,投資決定がそれに影響され
ないことになる｡かかる帰結は,不確定性に直面する企業が,危険中立的(riskneutral)な行動を
とるとする暗黙の前提に負っている｡もし,企業が危険回避的(risk averse)な行動をとるならば,
たとえC′′′(I)-0がしたがう場合ですら, Cobb-Douglas生産函数をもつ競争的企業が,対数正規
分布(lognormally distributed)にしたがう価格に直面するところで,投資は,むしろ拡大される可
能性がある6)｡
ここで, C′′′(I)≠0と想定してみよう｡ (1/dt)EtdI-0を満たす等傾線(isocline)は
dI MR ･ FKK
dK (r+8)C"(I) - (1/2)62Iz2C""(I)
(<o) ㈹
を導く｡ただし,企業の投資の最適化は, (43)式の分母>0を満たさなければならない｡
もし, C′′′′(I) -0であれば, C′′′(I) ≠0であっても,投資決定は不確定性によって影響されない｡
しかるに, C′′′′(I) >0(<0)ならば, 62>oであるから, K-I座標における右下りの等傾線の傾きは,
投資の増加につれ,より平たく(急に)なる｡ (43)式の分子は,投資から独立であるから, C′′′′(I) >0
(<o)は,等傾線が, ♂2-0の場合におけるそれの上方(下方)に位置することを意味している｡以
上の関係は,図-2に示される｡
1)逆に,凹調整費用函数を想定する例として, Manne [21], Romschild [28]参照｡
2 )例えば, Lucas [16],[17], Treadway [30], Lucas-Prescott [18], Abel-Blanchard [ 3 ], Abel-Eberly [4 ]等
参照｡
3 )多少とも経済学と関わる文脈の中での確率微分方程式の議論として, ¢ksendal [24],Shreve [29],Malliaris-
Brock [20], Chow [9], Merton [23]等参照｡
4) FLは,ずれ係数(driftcoefncient), 6は,拡散係数(di凪lSion coefBcient)と呼ばれる｡
5)以上の議論における手続きの多くをPindyck[25]に負う｡
6) Pindyck [25] (SectionⅣ)参照｡
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第2節　費用不確定性と投資決定
1.可逆的投資
本節では,需要不確定性に加えて投資費用も確率過程にしたがう不確定性に影響される情況に直
面する企業の動的投資決定のあり方を検討する｡
本項では,投資が可逆性(reversibility)をもつところでの企業の動的投資のあり方を検討する｡
完全資本財市場(perfect capital goods market)が利用可能なところで,企業が資本財のいかな
る量をも一定の価格で購入ないし売却が可能であるとき,そこでの投資は,可逆的投資(reversible
investment)とよばれる｡
しかるに,現実には,資本財の売却が購入時の価格では実現し得ない場合が多い｡購入価格に加
えて追加支出しなければならず,しかし売却によっては回復されない埋没費用(sunk costs)を構
成する設置費用(installation costs)が不可避であったり,他者にとって価値が乏しく売却価格が
再取得価格(replacement costs)を大幅に下回ってしまう類いの企業特殊(firm-speciBc)な資本
財が存在したりする場合がその例で,そこでは,購入価格と売却価格の問に｢くさび｣ (wedge)が
打ち込まれた状態になる｡かかる｢くさび｣の概念を用いれば, ｢くさび｣がゼロであるとき無償
可逆的(costlessly reversible),逆に, ｢くさび｣が購入価格の1000/oを占めるとき非可逆的(irrevers-
ible)という二分法が妥当する｡ ｢くさび｣がゼロと100%の間にあるときは,有償可逆的(costlyre-
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versible)とよばれる7)｡
Abel-Eberly [4]は,相異なる固定額の購入価格と売却価格が支配する情況の下で,最終生産
物の需要に確率過程にしたがう不確定性が作用するところでの企業の有償可逆的な投資決定のあり
方を検討した｡
以下では,購入価格と売却価格が同一な可逆的投資の場合を想定し,そこでの価格が確率過程に
したがう不確定性に影響されるところでの企業の動的投資決定のあり方を検討する｡
さて,企業の最終生産物の需要にWiener過程にしたがう不確定性が作用すると同時に,購入価
格かつ売却価格を成す単一の投資財価格にももう一つのWiener過程にしたがう価格不確定性が作
用するものとする｡
まず,企業の最終生産物に対する需要不確定性は,確率微分方程式
dZ(i) -Z(i) (FLldt+61dWl(i))　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(44)
にしたがうものとする｡ただし, dWl(t)は, Et(Wl(i))-0, d(Wl(i))2-dtをもつWiener過程の増
分であり, FLlは, Z(t)の時間成長率の期待値である｡
実は,上の確率微分方程式はFLl(i)-FL1,61(i)-01のごとくFLl(i),61(i)が時間を通じて一定であり,
Z(i)は,幾何Brown連動(geometric Brownian motion)ないしBlack-Scholes過程(Black-Sch0-
1esprocess)にしたがう｡解は,
Z(i) -Z. exp((pl｣612)i+61Wl(i))
2
or logZ(i) =logZo+ (pl一言Oi2)i+61Wl(i)
1
で表わされる｡しかるに, Wiener過程が平均ゼロ,分散tをもつとき, W(t)の線形函数logZ(i)は
正規分布にしたがい, Z(t)は対数正規分布(lognormal distribution)にしたがい,
EtOogZ (i) ) -logZo･ (p 1 ｣612)t　　　　　　　　　　　　(47)
var(logZ (t) ) -612Var(wl(i) )2-612 t　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(48)
を与える｡ただし,Z(0)-Zoで所与であるものとする｡
次に,投資財価格は,確率過程
dQ (i) - Q (i) (FL2dt+62dW2(i))　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(49)
にしたがうものとする｡このとき,Z(i)に対する上の議論が, Q(i)についても妥当するものとする｡
ところで, Z(i),Q(i)は,それぞれWl(S),W2(S)(S<t)の過去の標本経路からの値に依存するこ
とはできても,将来のWl(S),W2(S)(S>t)の値には依存しない｡つまり, Wl(S),W2(S)(S>t)の動き
からZ(i),Q(i)の値を決定することはできないことが示唆される｡また,時間の経過とともに標本
経路からの情報が拡大していくとき,情報集合E2(i)は増大情報系(filtration)となり, E2(i)から
Z(t)を知ることができるとき, Z(i)はE2(i)に適合(adapted)しているといわれる｡ここで, FL2,02
はFLl,61に適合しているものとしよう｡
ところで,最終生産物に対する需要が不確定性Z(i)に影響されるところで,企業が等弾力性需
#*& (isoelastic demand function)
p (i) -q (i) Jl/ez (i)　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(50)
に直面するものとする｡ただし, Eは需要弾力性である｡このとき,企業の生産函数が規模係数を
AとするCobb-Douglas型函数
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q(i)-AL(t)aK(i)1-a, o<a<1
にしたがうとき, 1次同次の営業利潤函数
･I(K(i), Z(i))-i霊Z(i)レK(i)1-レ,け0･ 0<レ<1
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(51)
(52)
がしたがう8)｡
さて,需要と投資財価格に関する2つの不確定性に直面する企業は,一定の利子率γ(γ>♂1,♂2)の
下で,キャッシュ･フローの期待割引現在価値の最大化を図るものとする｡ここで, II(K(T),Z(T))
=e-r(卜t)II(K(T), Z(T))と設走すれば,企業の価値を表わす評価函数
V(K(i),Z(i),Q(i),i)-T(exEt (/∞〔紬(r),Z(T),Q(T),ど)-Q(T)I(T)-C(I(ど))〕dTI (53)
が定義される｡このとき,資本蓄積恒等式
dK(T) -I(T)dT lSK(T)dT
が満たされなければならない｡
前節第2項におけると同様の手続を適用すれば, Bellman方程式
0-max 〔IZ(K(i), Z(i), 0(i), i)-Q(i)I(i)-C(I(i))+(1/dt)EtdV〕
Il.'1
がしたがう｡以下,時間要素を省略する｡
しかるに,
dV- Vt･ VKdK･ Vz dZ + VodQ ･圭vKK(dK)2+圭vzz(dZ)2+去vQQ(dQ)2
+ VhZ(dK) (dZ) + VKQ(dK) (dQ) + VzQ(dZ) (dQ)
(5 4)
(55)
(56)
がしたがう｡ (56)式の期待値をとり, Et(dK)2-Et(dZ) (dK)-Et(dQ) (dK)-0 ,Et(dZ)2-Et(dO)2-dt,
dt2-0なる関係を想起すれば,
(1/dt)EtdV- Vt･ (I -SK)VK･pIZVz･p2 QVQ･圭612Z2vzz
･去62 02vQQ･6162ZQVzQ
を得る｡ (57)式を上のBellman方程式((55)式)に代入すれば, Bellman方程式は,
rV- max
J ( ll-QIIC(I) ･Vt･ (I-SK)VK+pIZVz+p20Vo･去qi2zZvzz
･圭榊2vQQ+6162ZQVzQ )
(57)
(5 8)
と書き改められる｡
ここで, Bellman方程式における投資に関する最適化を実行すれば,最適投資額が満たすべき1
陪条件
vK-Q +C′(I) (5 9)
がしたがう｡
しかるに, Bellman方程式は,最適経路上で恒等的に成立しなければならないから, (58)式をKに
関して微分すれば,各時点において
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∂17/∂K- VtK･ (I -8K)VKK-8 VK+pIZVzK･pZ QVoK+圭oi2Z2 vzzK･圭622 02vQQK
+61 62ZQVzoK-0
がしたがう｡
ここで,高次の項を無視して,伊藤補題を適用すれば, (60)式は,
aII/aK lS VK+ (1/dt)EtdVK-0
と変形される｡伊藤補題を再び用い,微分演算子(1/dt)Etd(･)を適用すれば
(1/dt)Etd (∂尤/∂I) - (1/dt)EtdVK
がしたがう｡ただし,方=11-QI-C(I)である｡ここで, (59),(60)そして(61)式を考慮すれば
(1/dt) Etd (8分/∂I) -∂II/∂K+8∂方/∂I
がしたがう｡ (63)式は,再び,変分法のEuler方程式の確率過程版である｡
いま, ∂II/∂K-MR･FKe~r(T~t)であることを想起し, (63)式の両辺をe-r(T-1)で割れば
(1/dt)Etd(Q +C'(I))-(r+8) (Q +C'(I))-MR･FK
(6 0)
(6 1)
(62)
(63)
(6 4)
がしたがう｡
しかるに,最適経路上において, I-I*(K,Z,Q)がしたがうから, Taylor展開し,伊藤補題を
適用すれば
Et (dI)2-6fIZz2 dt +612I8 02dt +26162P 12ZQIzIodt　　　　　　　　　　　　　　(65)
を得る｡ただし, p12は,ZとQの問の相関係数である｡さらに,
Etd(針C′(t)) -tC"(I)dI･圭〔6fIZz2+622IaQ2･ 2 6162P12ZQIzIQ]C′′′(I))dt　(66)
を得る｡ (66)式を(64)式に代入すれば,
･1,dt,EtdI-売Hr･8,(針川,トMR ･FK
′
｣ 〔6.2I2Z2+622IaQZ+ 2 6162P12ZQIzIQ〕C′′′(I)i
がしたがう｡
しかるに, Iz>0,IQ<0と想定し得るから, 0≦p12≦ 1を想起すれば
〔Oi2I2Z2+ 2 6162P12ZQIzI')+cT22Ia Q2〕≧ 〔61IzZ +62IoQ〕2≧o
(67)
棉
がしたがう｡したがって, C′′′(I) -0のとき,再び,投資決定が不確定性に影響されないことにな
り, C′′′(I) >O(<())のとき,Z,Qの確率的変動は投資を増加(減少)させ,目標資本ストック,産出
量水準を上昇(低下)させることが帰結される｡
さて,最適資本ストック量を陽表的に求めてみよう｡ Bertola-Caballero [7]にしたがって,営
業利潤函数を資本ストックKの定弾力性函数(constant elasticityfunction)
II(K(i),Z(i))-K(t)aZ(i), ()<a<1
と特定化しよう｡さらに,投資の調整費用函数を
C(I(t))-I(i)7,ワ> 1
と特定化しよう9)｡
ここで, II(K(i), Z(i))-e~~r(Tl)II(K(t), Z(i))と設定すれば, Bellman方程式
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(69)
(70)
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0-max †II(K(i), Z(i)) -Q (i)I(i) -I(i)7 - (1/dt)EtdVI
lL.'l
がしたがう｡以下,時間要素を省略する｡
しかるに,
(1/dt)EtdV - Vt･ (卜8K) VK+pIZVz･p20VQ一卓12Z2vzz
･圭622 02voo･6162ZOVzQ
がしたがう｡ (72)式を上の(71)式に代入すれば, Bellman方程式は,
rv--lax iII(K, Z) -Q卜Iq ･Vt･ (I-8K)VK+pIZVz+p20VQ･去612Z2vzz
･去62 02vQO･6162ZOVzol
と書き改められる｡
ここで, Bellman方程式における最適化を実行すれば, 1階条件
VK-Q+甲Pll
(7 1)
(7 2)
(73)
(74)
がしたがう｡ Bellman方程式は,最適経路上で恒等的に成立するから, Bellman方程式を〝に関し
て微分し,両辺をeLJr(r~t)で割れば,
(r･8) VK-αHα-1Z I vtK-SKVK･pIZVzK+p2 QVoK+去612Z2vzzK+圭622 02vQQK
+ 61 62ZOVzQK　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(75)
を得る｡しかるに, (74)式からVQK- 1がしたがうから,高次の項を無視すれば,各時点において
αKα¶lz-(r+8-FL2) (0 +ヮP~1)
が成立する｡さらに, (76)式をKについて解けば
K*'Z, Q'- (出誓上誓聖) 1''α~1) ∀t
(76)
(7 8)
が導かれる｡ (78)式は,可逆的投資が妥当するところでの最適資本ストック量を与える｡
ところで,すでに示唆したごとく, Z(i),Q(i)が幾何Brown過程にしたがうから,上の最適資本ス
トック過程もそれにしたがう｡
k*(t)I.ogK*(i) -言i log (吐誓Q (i) 'zU)(i)ワ~1 )
を定義し,伊藤補題を適用すれば
dk * (t) -FLKdt+OKdWK(t)
(79)
(80)
を得る｡このとき, wK(i)は, Z(i)とQ(i)の過程を結合してつくられる相関Brown運動過程である｡
ただし,
pl-P2一書(612 1622)
1-α
(81)
125
_ノ(♂｢♂2)2
6^.=
1-α
である｡
同様に,最適営業利潤17*(i)-K(i)aZ(t)ち,幾何Brown運動にしたがうから,
d17* (i) -FLII dt +6IIdWII(i)
が導かれる｡ただし, II*(i)≡logII*(i)であり,また,
pl-aP2一三α(軒6ぎ)
1-α
♂〃
_Jα(61-62)2
1-a
である｡
さて,最適営業利潤函数について
log i荒馴-(p〃 -!OA)･OHWH(i)
(8 2)
(8 3)
(84)
(8 5)
(8 6)
と表わせるから,時間の経過とともに, log(II･(i)/II(0))は, pn,去OA(<去OA)のときOHWH(i)か
ら正の方向に乗離していく(OI7WII(i)に向かって接近していく)｡ FLIば,所与の資本ストックの下
での営業利潤の成長率, -FL2は,資本財購入価格の期待デフレ率であるから, (86)式右辺第1項は,
企業の収入の期待成長率となる｡しかしながら,無限大時間視野での企業価値は有限でなければな
らず,そのためには,必要収益率γが上の収入の期待収益率を上回っていなければならない｡すな
わち,
r,pH一書6品-i慧-｢石-圭等詳α〃2
が満たされなければならないことが帰結される10)｡
(8 7)
2.非可逆的投資
本項では,投資が非可逆性制約にしたがわなければならないところでの企業の動的投資決定のあ
り方を検討する｡
すでに示唆したごとく,投資が非可逆性制約にしたがうとき,不確定性が存在しないところで,
時点tにおける投資価値を表わすHamilton函数が資本のシャドー･プライスFL(i)に対して
H-e-rtl7r(K(i)) -I(i)] +FL (t)I(i)
で,あるいは, h(i)-FL(i)-rを用いれば
H-e-d[7r(K(i)) +h(i)I(i)]
棉
(8 9)
の形で与えられた｡ (89)式の右辺の[ ]内の第2項は,相補性条件(complementary slackness condi-
tion)を表わす｡すなわち, h(i)<0のとき,最適投資量I*(i)-0,h(i)-0のとき, I*(i)>0とな
る｡すなわち,
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h(t)I*(i)-0 ⇔
:二二`:
I*(i)-0
I*(i)>0
(9 0)
がしたがう｡しかるに, h(i)>0のとき,投資量は大きければ大きい程,あるいは投資を急げば急
ぐ程好ましくなり最適解は存在し得ないことになる｡
さて,需要に加えて投資財価格にもそれぞれのWiener過程にしたがう不確定性が作用するとこ
ろで,投資が非可逆的である,すなわち一旦設置した資本設備の買取り市場が存在せず,設置費用
を含めた投資費用はそのまま埋没費用となるという意味で,投資が非負でなければならなくなる情
況を想定しよう｡
投資が非可逆的であると,資本ストックの過程†K(i))は,過去のiZ(i),0(i))の全過程に依存す
ることもある｡このことは,資本ストック過程tK(i))が時点才における状態変数となって,投資
決定に影響を与えることを意味している｡しかるに,かかる過去の過程との関わりも,正の租投資
がなされた最も近い時点より以前にまでは遡らない11)｡
ここで,非可逆的投資に際しての資本ストックの目標過程k(Z(t),Q(t))を定義しよう｡すなわ
ち, K(Z(i), Q(i))は,
く芸:崇=kk'Zz'(tt';,QQ't('t,'; Vitf I (i, ,.　　　　　(91,
を満たすような資本過程が,それである｡
いま,ある時点了において,非可逆性制約が一切取払われるものとすると,時点t′において設置
資本ストックは制約から自由となるから,もはや投資に際しての状態変数ではなくなり,そこでの
最適資本ストックの選択は, Z(t′),0(t')の函数となる｡ここで, I(t')>0であるとすると,非可逆
性制約は非束縛的(not-binding)となり,そもそも制約を取払うことが何ら効果を発揮せず,企業
は希望するだけの資本設置を図る,すなわち, I(i)>0は, K(i)-K(i)を意味することになる｡ま
た,資本減耗が生ずるところで, K(t)<K(i)なる状態にある企業は, K(t)-K(i)を回復すべく投
資を加速させるであろう｡
さて,非可逆性制約にしたがう投資決定の問題に対するBellman方程式は,すべての時点につ
いて,
rV(K(i), Z(i), 0(t))-maxi17(K(i), Z(i))-0 (i)I(i)-C(I(i))+EtdVI
∫(ど)
s.i. I(i)≧0
で与えられる｡以下,時間要素を省略する｡
しかるに,
(92)
EtdV-Eti Vt･ VKdK + VzdZ I VQdQ ･圭vzz(dZ)2+圭vQM)2+ VZQ(dZ)(dQ)‡　(93)
がしたがい, (93)式は,さらに,
(1/dt)EtdV- Vt-8WK･IVK･pIZVz･p2QVQ･圭Oi2Z2vzz+圭62202V']o+6162ZQVzQ (94)
と変形される｡
このとき,最適非可逆的投資は,相補性条件
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VK(K(i),Z(t), Q(i))≦Q(i) ∀t;
VK(K(t), Z(i), Q(i))-Q(i) ∀t :I(i)>0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(95)
が満たされなければならない｡ (95)式の下段の条件から, VKK≠0であるならば,目標資本ストック
K(Z(i), Q(i))が陰伏的(implicitly)に定義される｡
ここで,上のBellman方程式の丁に関する最適化を実行すれば, 1階条件
vK-Q +C'(I)
がしたがう｡ (94)式と(84)式を(92)式に代入すれば, Bellman方程式は,
(姻
rv-II(K, Z)+Vt-SKVK+pIZVz･p20VQ･圭Oi2Z2vzz･圭62202vQQ+6162ZQVzQ　(97)
と書き改められる｡
しかるに, Bellman方程式は,最適経路上で恒等的に成立しなければならないから,方で微分す
れば,
(r･8) VK-Ilk(K, Z) ･ VtK-8KVKK+pIZVzK･pZQVQK･圭612Z2vzzK･圭022 02vQQK
+ 6162ZQVzQK
を得る｡ここで, u(K,Z,Q)≡VK(K,Z,0)と定義すれば, (98)式は
(9 8)
(r･8)V(･) -IIK(K, Z) +vt-SKuK･pIZvz･p2Qvo･圭Oi2Z2uzz･iOZQ2vQQ･6162ZQvzQ (99)
と表現し直される｡ (99)式は,資本の限界価値Vに関する微分方程式となる｡
以下で,投資の調整費用をIワとし,営業利潤函数をII(K,Z)-KaZと特定化しよう12)｡いま,高
次の項を無視すれば,上の微分方程式((99)式)の特解は,
uo(K, Z, Q)
αKα~lz
㍗+α∂-〟1
で与えられ,解は,この特解と一般解(αKa11Z)β011βとの一次結合で表わされる｡
2次微分方程式の解は, 2次特性方程式
圭628(8-1ト(p-8)β-p-0
梱
佃
の根を含むから13),いま, p-r+8-iLZと設定すれば,上の微分方程式((99)式)に対する特性方程式
は,
去(6.-62)2β2+(pl･(1-α)8-p2一書(61-62)2)β-(r･8 -p2)-0　　　　(102)
で表わされる｡
しかるに, limy(K,Z,Q) -0となる,すなわちtZ(i)l過程は, Z-0によって吸収(absorb)され
～-0
るから,上の特性方程式の正根のみを考察すればよい｡したがって, K≧K(Z, 0)なるKに対して,
解
〟(〟,Z, ¢)
a^''7 1lz
γ+α∂-〃1
+C(αKa~1Z)βQl~β 掴
を得る｡ただし, βは,上の特性方程式の正根となり, Cは, K,Z,0には依存しない積分定数で
ある｡
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ところで,投資の非可逆性制約((95)式)はV(K,Z,Q)がQを越えてはならないことを意味してい
るから, u(･)は境界条件(boundary condition)
V(K(Z, Q),Z, Q)-Q+岬~1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(104)
を満たさなければならない｡しかるに, (98)式における微分可能性が,上の(104)式が成立する軌道の
接近傍で満たされるためには,評価函数V(･)が2回微分可能でなければならない｡このとき, (104)
式から
uK(K(Z, Q),Z, Q)-0
vz(K(Z, Q),Z, Q)-0
vQ(K(Z, Q),Z, 0)-1
がしたがう｡上の条件は,平滑(境界)張り合わせ条件(smoo仇pastingcondition)とよばれる｡そ
の命名は, 2つの函数の倍のみならず微分係数ないし勾配までもが境界上で符合しなければならな
いとする要請に由来する4)｡
ここで,掴式に梱一佃式を適用すれば,
αK(Z, Q)a~lz謹i(r･α8-pl)
Q+ヮP~1
がしたがい,さらに,掴式から
β _r･8-pZ+圭(61162)2β
β-1　　　γ+α∂-〃1
がしたがう｡掴,掴式は,
αK(Z, Q)a-lz-r+♂-pZ+(61-62)2β
0+ヮIワ
を意味する｡ hlO)式から,目標利潤ストック
〟(Z, ¢)-
(r･8 -p2.去(61-62)2β)
iO +押~1)
;
I/(α-1)
Vt
を得る｡
ここで,前項で導かれた非可逆性制約のない可逆的投資が妥当するところでの関係
αK*(Z, Q)αーlz
O+符P~1
-γ+a-〃2
と,最適資本ストック
K*'Z, Q'- (禦竺㌘) 1''α-1)
梱
梱
佃
(111)
掴
(1 13)
を想起しておこう｡
いま, 1/2(61-62)2β>oとすれば,所与のr+8-FLZの下で, K(Z,Q)<K*(Z,Q)となり,した
がって, K(Z,Q)/K*(Z,Q)は1より小さく, 1/2(01162)2の減少函数となる｡(図-3参照15)｡)この
ことは,確率過程にしたがう不確定性が作用するところで,非可逆性制約が束縛的となるとき,そ
の制約は資本ストックの蓄積を妨げる方向に作用することが帰結される｡
ここで,限界営業利潤は,非可逆性制約の下で
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/L=II　瀬　,LJ
図-3
(61-62)2
17K(K(t), Z(i), Q(i))
≦E(Q(i)+qI(i)qー~l) ∀t;
-i(Q(i)+qI(t)ワJl) ∀t s.t.16) I(i)>0
佃
を満たす｡ただし, E≡r･8-pZ+圭(61-62)2βである｡
しかるに, Q(t)+ヮI(i)q~1は,投資を誘発する購入価格と限界調整費用から成る最低基準価格,
すなわちトリガー価格(trigger price)を表わしており,また,限界営業利潤は,資本の限界収入
生産物であり, (114)式は,前者に対する後者の比が一一定借封こ均等することを示唆している｡
7)有償可逆性(costlyreversibility)の概念は, Abel-Eberly [5]によるものである｡
8)例えば, Caballero [8],Abel-Eberly [5]参照｡
9)かかる特定化の例として, Abel [2]参照｡
10) Bertola-Caballero [7] (p.226)参照｡
ll) Bertola-Caballero, op. cit., (p. 227)参照｡
12)以下, Bertola-Caballero, op. cit., Appendix Aの手続きを援用する｡
13) Dixit-Pindyck [12] (p.142) , Abel-Eberly, op. cit., (p.584)参照｡
14)上の条件について, Dumas [14], Dixit [10], Dixit-Rob [13]参照｡ただし, Dumasは, `super contact'条件
と呼ぶ｡
15) Bertola-Caballero, op. cit., Figure 1 (p.228)に対応している｡
16) `S.t.'は`such血at'と読まれるべきである｡
結びにかえて
濫伐という負の遺産を背負わされた後の世代が取組まざるを得なかった森林の回復,植林の促進
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といった経験が,当のプロシァのみならず隣国スウェーデンにおける投資理論の発展を促がした｡
将来の未知の結実を見据えた現在の犠牲の側面をもつ投資活動に際して,将来の結実の流列の純現
在価値(net presentvalue)の大小が投資の規模と時宜の選択の基本原則とみなされるに至った｡
投資をめぐる近代の議論において,二つの接近法がとられてきた｡ 1つは,資本の増分の期間当
たりの価値,すなわち資本の限界生産物と等期間当たりの賃料費用,すなわち使用者費用(user
cost)とを比較するJorgenson流の接近法である｡もう1つは,当該投資財の購入価格,すなわち
再取得費用(replacement cost)に対する結実の流列の現在価値の比,すなわちq値と1を比較す
るTobin流の接近法である｡しかるに,根底にある原理は,純現在価値に基づくルールであるとい
う意味で両者の接近法に差はないとみなすことができる｡
上の純現在価値ルールが適用されるに際して投資の可逆性(reversibility)が暗黙の仮定として
前提されてきた｡もし,投資決定後に投下費用が回収し得えず埋没費用と化すとすれば,投資の規
模と時宜の選択のあり方は,修正を余儀なくされてくる｡
以上において,企業が直面する投資環境が確率過程にしたがう不確定性に不断にさらされ続ける
情況下での動的投資決定のあり方をみた｡
危険負担を厭わない危険中立者としての投資主体たる企業にとって,不確定性下の投資規模の選
択に決定的役割を果たすのが投資の調整費用の変化率であるという静態的帰結は,動態的情況下へ
も持ち越されることが確かめられた｡
企業が直面する需要と投資格価格に作用するそれぞれの確率過程にしたがう不確定性を対数変換
されたもう1つの確率過程にしたがう1つの不確定性とみなすことによって,投資に非可逆性制約
が支配するところでの投資規模の動的決定のあり方をみた｡
かかる非可逆性は,投資格価格と限界調整費用から成る投資の限界費用内に投資の限界価値を留
まらせる制約に置き換えられ,制約の境界上において,投資の限界費用と限界価値が均等化する,
すなわち投資の規模のみならず変化率までもが均等化するという追加的な平滑化の仮定の下で,非
可逆性制約が投資規模を抑制する方向に作用することが確かめられた｡
以上の設定の中での投資の時宜の選択の問題は,興味深い発展化の1つの方向であろう｡
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